
Ch5 一階反應曲面法

授課教授： 童超塵 老師

國立雲林科技大學工業工程與管理所

Outline
5.1 反應曲面實驗設計要求

5.2 一階反應曲面法之實驗設計

5.2.1 實驗設計方法：係數變異之最小化

5.2.2 實驗設計性質：預測變異分佈之性質

5.2.3 實驗設計擴充：中心點實驗

5.3 一階反應曲面法之模型建構

效果分析法與迴歸分析法

5.4 一階反應曲面法之參數優化

品質改善路徑與最陡坡度法



國立雲林科技大學工業工程與管理所

5.1 反應曲面實驗設計要求

•一階反應曲面法是指以一階多項式來建立反應與品質
因子間的因果模型，再以最佳化技術得到使反應最佳化
的品質因子設計值。

•一階多項式包含：

(1)一階多項式：

(2)具交互作用之一階多項式：
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• 反應曲面法的實驗設計與因子設計法的實驗設計不
同，其基本要求包括：

1. 提供模型建構之實驗數據。
2. 提供模型配適性之資訊。
3. 提供純誤差之估計。
4. 允許漸進式之模型建構。
5. 對例外實驗數據不敏感。
6. 對設計水準之控制誤差具強健性。
7. 具有成本效益。
8. 允許區集實驗。
9. 提供變異均勻性之測試。
10. 提供良好的變異分佈。
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5.2 一階反應曲面法之實驗設計

5.2.1 實驗設計方法：係數變異之最小化

•一階反應曲面實驗設計的目的在以最少的實驗次數，
獲致最精確的一階模型。比較簡單實用的定義為「估計
係數變異Var b最小的模型」。

•估計係數b的協方差Cov的公式：

(5-1)                                  

•其中 =殘差之變異數

X=實驗數據所構成的矩陣，例如假設模型為：

2 ' 1( )Covb X Xσ −=
2σ
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則

(5-2)

其中 為第i筆數據之第j個自變數之值。

而矩陣X的第一個向量為1構成之常數向量，其餘p個向
量為各個因子構成之變數向量。

ijx
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• 估計係數變異Var b即Cov b的對角元素，故由
(5-1)式可知模型變異Var b要越小，則
對角元素要越小。 對角元素要越小，
則 對角元素要越大，非對角元素要越接
近0，此即反應曲面實驗設計的基本原理。

• 前章所提的部分因子設計正好能滿足上述要
求：

(1)無交互作用一階模型：採解析度III以上設計

(2)具交互作用一階模型：採解析度V以上設計

' 1( )x x −

' 1( )x x −

'x x
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例如一個四因子 問題要求建立一個無交互

作用的一階模型

可採1/2部分因子設計，令 其解析度為

IV ，合於解析度III以上的要求，其設計矩陣如下：

(5-3)

1 2 3 4( , , , )x x x x

0 1 1 2 2 3 3 4 4y x x x xβ β β β β ε= + + + + +

4 1 2 3x x x x=
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故

其中 為5x5之單位矩陣，合於 對角元素要越大，

非對角元素要越接近0的要求。

讀者很容易證明

5I
'x x

' 1 1 1 1
5 5 5( ) (8 ) (8) ( ) (1/ 8)x x I I I− − − −= = =
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故估計係數協方差的公式為：

(5-4)

因為估計係數變異Var b即估計係數協方差Cov b的對角

元素，故

(5-5)
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5.2.2 實驗設計性質：預測變異分佈之性質

• 雖然估計係數變異Var b的最小化很重要，但還有另一
個重要的實驗設計性質需考慮：預測誤差之分佈。

• 一般而言所謂預測變異具有合理的分佈必須滿足二點
要求：

(1)預測變異在中心點實驗處誤差最小。

(2)距中心點實驗等距處有相等的預測變異。

• 由第二章(回歸分析)知反應平均值之信賴區間公式：

(2-46)

預測變異為：

(5-6)
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其中 = 模型空間向量，以k=2之具交互作用之一階

模型 為例：

(5-7)

• 為比較實驗設計的優劣，需先排除實驗數目N與殘差
之變異數 之影響，故定義正規化預測變異如下：

(5-8)

( )mx
0 1 1 2 2 12 1 2y x x x xβ β β β ε= + + + +

2σ
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例如一四因子 問題要求建立一個無交互作

用的一階模型 採

½部分因子設計，令 故實驗數目N=8。前

一小節已證明此設計

(5-9)

故正規化預測變異為

(5-10)

1 2 3 4( , , , )x x x x

0 1 1 2 2 3 3 4 4y x x x xβ β β β β ε= + + + + +

4 1 2 3x x x x=
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由上式可知，正規化預測變異在中心點實驗處，因

故誤差最小，距中心點實驗等距處，即 相等處，有相

等的正規化預測變異。並證實前節所述之一階反應曲面

實驗設計其預測變異具有合理的分佈。

0xρ =

xρ
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5.2.3 實驗設計擴充：中心點實驗

• 一階多項式模型與二階多項式模型的差異在於二階者
具有平方項，這些平方項對反應的影響稱曲率效果。
因此在應用一階多項式模型前，必須先分析曲率效果
是否顯著。

• 一階反應曲面實驗設計並無法估計曲率效果，要估計
曲率效果必須將實驗設計擴充，進行中心點實驗(即各
品質因子的水準均設為0下之實驗) ，且必須是重複實
驗(一般可取3至5次) 。

其分析步驟如下：
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(1)計算曲率方差和

(5-11)
其中

(2)計算誤差方差和

(5-12)
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上式即在計算中心點重複實驗的純誤差方差和。

(3)計算F統計量

(5-13)
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• 例題5.1中心點實驗因子設計：曲率效果估計

一個具中心點實驗的二水準因子設計之實驗數據

如下，試估計其曲率效果。
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5.3 一階反應曲面法之模型建構：效果分析法與迴歸分析法

• 一階反應曲面之模型建構有二種方法：

(1)效果分析法

因二水準因子設計中，每個因子的水準值非-1即

+1 ，因此其迴歸模型可簡單計算如下：

常數項=因子實驗總平均值 (5-14)

迴歸係數=1/2因子或交互作用效果 (5-15)

(2)迴歸分析法

使用第二章所提之正規的迴歸分析法



國立雲林科技大學工業工程與管理所

國立雲林科技大學工業工程與管理所

圖5-1
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5.4 一階反應曲面法之參數優化：品質改善路徑與最陡坡度法

• 一階模型之參數優化採用最陡坡度法程序：

(1)建立一階模型

(2)以具中心點因子設計偵測曲率作用，如顯著跳至步

驟(6) ，否則到步驟(3)

(3)計算品質改善路徑

(4)選取品質改善路徑中反應實驗值最佳之實驗點，以此點為中

心，重新設定編碼變數與自然變數的關係式，使編碼變數為

0時其對應的自然變數為現行最佳解



國立雲林科技大學工業工程與管理所

(5)進行因子實驗設計，並實施實驗後，再重新回到

步驟(1)

(6)擴充一階模型實驗設計為二階模型實驗設計，進

入二階反應曲面法程序(參考第6至第8章)
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THE  END


